
2. Ïóñòü ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, îòëè÷íûé îò ïðÿìîóãîëüíèêà, à òî÷êà P âûáðàíà âíóòðè íåãî
òàê, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ PAB è PCD èìåþò îáùóþ õîðäó, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ AD. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû.

(À.À. Çàñëàâñêèé)
Ðåøåíèå.

Ñïîñîá 1. Çàìåòèì, ÷òî ëèíèÿ öåíòðîâ O1O2 ïåðïåíäèêóëÿðíà îáùåé õîðäå äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé, à çíà÷èò ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì AD è BC. Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, N � ñåðåäèíà
îòðåçêà CD. Òîãäà O1M⊥AB, O2N⊥CD è, ïîñêîëüêó AB‖CD, ïðÿìûå O1M è O2N ïàðàëëåëü-
íû. Äàëåå, O1O2‖AD è ïðè ýòîì AD‖MN , ïîýòîìó O1O2‖MN . Çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê
O1MNO2 � ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, O1M = O2N . Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
îòðåçêè MB è NC ðàâíû, òî ïî äâóì êàòåòàì áóäóò ðàâíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè O1MB
è O2NC, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ ãèïîòåíóçû O1B è O2C, ÿâëÿþùèåñÿ òàêæå ðàäèóñàìè íàøèõ
îêðóæíîñòåé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñïîñîá 2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-
íèêîâ PAB è PCD ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íû.

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå íà
−−→
CB îòðåçîê CD ïåðåéä¼ò â îòðåçîê AB, îêðóæíîñòü ω2 ïåðåéä¼ò

â îêðóæíîñòü ω3, à ïðÿìàÿ O1O2 ïåðåéä¼ò â ñåáÿ. Ïðè÷¼ì ω3 íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ω1, ïîñêîëüêó
èõ ðàäèóñû ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ëèíèÿ öåíòðîâ O3O1, ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðÿìîé O1O2, ïåðïåíäèêóëÿð-
íà îáùåé õîðäå AB. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ AB ïàðàëëåëüíà îáùåé õîðäå îêðóæíîñòåé ω1 è ω2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AD. Íî òîãäà ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2

ðàâíû.

11 êëàññ, ïåðâûé äåíü

1. Ê ãðàôèêàì ôóíêöèé y = cosx è y = a tg x ïðîâåëè êàñàòåëüíûå â íåêîòîðîé òî÷êå èõ ïåðåñå-
÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó äëÿ ëþáîãî a 6= 0.

(Â.À. Êëåïöûí, Ã.À. Ìåðçîí)
Ðåøåíèå. Àáñöèññà x0 ëþáîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äàííûõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-
ñòâó cosx0 = a tg x0. Â ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = cosx èìååò óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò k1 = − sinx0, à êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = a tg x èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò
k2 =

a
cos2 x0

. Ïîñêîëüêó k1k2 = −a tg x0

cosx0
= −1, ýòè êàñàòåëüíûå ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.



3. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n > 5 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ öåëûõ
êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) + 3 èìååò n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

(Ì.È. Ìàëêèí)
Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ a1 < a2 < . . . < an. Òîãäà ìíîãî-
÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (x) = a(x− a1)(x− a2) . . . (x− an), a 6= 0, a, a1, a2, . . . , an ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P â ëþáîé òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ïî ìîäóëþ áîëü-
øå 3 (òîãäà ïðè ñäâèãå ãðàôèêà ìíîãî÷ëåíà íà 3 åäèíèöû ââåðõ èëè âíèç êîëè÷åñòâî åãî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ íå èçìåíèòñÿ). Òî÷êè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ìíîãî÷ëåíà P íàõîäÿòñÿ
íà ïðîìåæóòêàõ (ai; ai+1), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ |P (x)| â òî÷êàõ xi = ai +
1
2
. Òàê êàê êîðíåé íå ìåíüøå øåñòè, òî

|P (xi)| = |a(xi − a1)(xi − a2) . . . (xi − an)| > |a| ·
1

4
· 9
4
· 25
4

= |a| · 225
64

= |a| · 333
64

> 3.

Â ïðîèçâåäåíèè ìû îñòàâëÿåì øåñòü íàèìåíüøèõ ïî ìîäóëþ ìíîæèòåëåé, îñòàëüíûå (åñòü ïðè
n > 6) åù¼ áîëüøå.

4. Â òóðíèðå ïî òåííèñó (ãäå íå áûâàåò íè÷üèõ) ó÷àñòâîâàëî áîëåå 4 ñïîðòñìåíîâ. Êàæäûé èãðî-
âîé äåíü êàæäûé òåííèñèñò ïðèíèìàë ó÷àñòèå ðîâíî â îäíîé èãðå. Ê çàâåðøåíèþ òóðíèðà êàæäûé
ñûãðàë ñ êàæäûì â òî÷íîñòè îäèí ðàç. Íàçîâ¼ì èãðîêà óïîðíûì, åñëè îí âûèãðàë õîòÿ áû îäèí
ìàò÷ è ïîñëå ïåðâîé ñâîåé ïîáåäû íè ðàçó íå ïðîèãðûâàë. Îñòàëüíûõ èãðîêîâ íàçîâ¼ì íåóïîðíûìè.
Âåðíî ëè, ÷òî èãðîâûõ äíåé, êîãäà áûëà âñòðå÷à ìåæäó íåóïîðíûìè èãðîêàìè, áîëüøå ïîëîâèíû?

(Á.Ð. Ôðåíêèí)
Ðåøåíèå. Â ïîñëåäíèé äåíü âñå óïîðíûå âûèãðàëè. Çíà÷èò, èõ íå áîëüøå ïîëîâèíû. Åñëè èõ ìåíü-
øå ïîëîâèíû, òî êàæäûé äåíü áûëà âñòðå÷à ìåæäó íåóïîðíûìè èãðîêàìè. Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî óïîðíûõ k ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó îò îáùåãî êîëè÷åñòâà èãðîêîâ 2k.

Òàêîé òóðíèð äëèëñÿ 2k−1 äíåé, è íóæíî äîêàçàòü, ÷òî áûëè õîòÿ áû k äíåé, êîãäà áûëà âñòðå÷à
ìåæäó íåóïîðíûìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî áûëî õîòÿ áû k äíåé, â êîòîðûå áûëà âñòðå÷à ìåæäó
óïîðíûìè, òàê êàê è òåõ, è äðóãèõ � ðîâíî ïîëîâèíà (åñëè âñå óïîðíûå èãðàþò ñ íåóïîðíûìè, òî
â ýòèõ âñòðå÷àõ ó÷àñòâóþò âñå íåóïîðíûå, è îáðàòíî).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü âñòðå÷è ìåæäó íåóïîðíûìè èãðîêàìè ïðîõîäèëè ìåíåå, ÷åì â
ïîëîâèíå âñåõ äíåé òóðíèðà. Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ âûøå, òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî
âñòðå÷è ìåæäó óïîðíûìè èãðîêàìè. Òàê êàê âñåãî óïîðíûõ èãðîêîâ k, êàæäûé óïîðíûé èãðàë
ñ óïîðíûìè k − 1 äåíü. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò, ïðè êîòîðîì âñòðå÷è ìåæäó
óïîðíûìè èãðîêàìè ïðîõîäèëè ìåíåå ÷åì â ïîëîâèíå äíåé òóðíèðà, � ýòî êîãäà âñå óïîðíûå èãðàþò
ìåæäó ñîáîé â îäíè è òå æå äíè. Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óïîðíûå ïðîâîäÿò â ýòîò
k − 1 äåíü ìåæäó ñîáîé ìèíèòóðíèð, à òàêîå âîçìîæíî òîëüêî åñëè ÷èñëî óïîðíûõ èãðîêîâ ÷¼òíî.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî 2k > 4, òî åñòü k > 2, à ïîñêîëüêó k � ÷¼òíîå, òî k > 4. Òîãäà â ïåðâûé èç
äíåé ìèíèòóðíèðà èãðàëè ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïàðû óïîðíûõ èãðîêîâ, à çíà÷èò áûëî õîòÿ áû äâà
óïîðíûõ, ïîáåäèâøèõ â ýòîò äåíü. Â äàëüíåéøåì îíè äîëæíû ñûãðàòü ìåæäó ñîáîé, íî òîãäà îäèí
èç íèõ ïðîèãðàåò ïîñëå òîãî êàê âûèãðàë. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è
èãðîâûõ äíåé, êîãäà áûëà âñòðå÷à ìåæäó íåóïîðíûìè èãðîêàìè, íå ìåíåå ïîëîâèíû.



5. Ñåðåäèíû âñåõ âûñîò íåêîòîðîãî òåòðàýäðà ëåæàò íà åãî âïèñàííîé ñôåðå. Âåðíî ëè, ÷òî òåòðà-
ýäð ïðàâèëüíûé?

(Ì.À. Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì òåòðàýäð ABCD, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ äëÿ

ëþáîé âûñîòû hi äàííîãî òåòðàýäðà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
hi

2
6 2r, ãäå r � ðàäèóñ âïèñàííîé

ñôåðû, òî åñòü hi 6 4r, i = 1, 2, 3, 4.
Ïóñòü Si � ïëîùàäü ãðàíè, íà êîòîðóþ îïóùåíà âûñîòà hi. Äîêàæåì, ÷òî S1 = S2 = S3 = S4.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì ãðàíü ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè (åñëè òàêèõ ãðàíåé íåñêîëüêî,

òî áåð¼ì ëþáóþ èç íèõ). Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ ïëîùàäü ðàâíà S1 (èíà÷å
ìîæíî ââåñòè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ). Òàê êàê íå âñå Si ðàâíû ìåæäó ñîáîé è S1 � íàèìåíüøàÿ èç íèõ,
òî

S1 + S2 + S3 + S4

4
> S1.

Âûðàçèì îáú¼ì òåòðàýäðà äâóìÿ ñïîñîáàìè:

V =
1

3
h1S1 =

1

3
r (S1 + S2 + S3 + S4) >

1

3
r · 4S1.

Îòñþäà h1 > 4r, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó h1 6 4r.

Èòàê, âñå Si ðàâíû, ïîýòîìó âñå hi òîæå ðàâíû, òàê êàê hi =
3V

Si

. Îáîçíà÷èì çà h äëèíó ýòèõ

ðàâíûõ âûñîò. Èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáú¼ìà ïîëó÷àåì h = 4r, òî åñòü íåðàâåíñòâî
h 6 4r îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âûñîòà ñîäåðæèò öåíòð
ñôåðû è òî÷êó êàñàíèÿ ñ ãðàíüþ (è òàê äëÿ êàæäîé âûñîòû).

Ïóñòü H � îñíîâàíèå âûñîòû òåòðàýäðà, îïóùåííîé èç òî÷êè A. Òîãäà H ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

êàñàíèÿ ñôåðû è ãðàíè BCD. Ïóñòü BH = a, òîãäà ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé a2 =
h

2
· h.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABH ïîëó÷àåì

AB2 = AH2 +BH2 = h2 + a2 = h2 +
h2

2
=

3h2

2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð òåòðàýäðà, ñëåäîâàòåëüíî, îíè
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü òåòðàýäð ïðàâèëüíûé.



6. Íàçîâ¼ì òðîéêó ÷èñåë òðèïëåòîì, åñëè îäíî èç íèõ ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó äâóõ
äðóãèõ. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an), ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî,
÷òî a1 = a2 = 1 è ïðè n > 2 ÷èñëî an � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

a1, a2, . . . , an íåò òð¼õ, îáðàçóþùèõ òðèïëåò. Äîêàæèòå, ÷òî an 6
n2 + 7

8
äëÿ ëþáîãî n.

(Á.Ã. Áóòûðèí)
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå óáûâàåò. Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî an > an+1

ïðîòèâîðå÷èëî áû âûáîðó an. Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ïîâòîðÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì äâàæäû,
èíà÷å â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ òðè îäèíàêîâûõ ÷èñëà, à îíè îáðàçóþò òðèïëåò. Òåïåðü ëåãêî
âèäåòü, ÷òî åñëè ÷èñëî c âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êà÷åñòâå an, òî an+1 = an = c.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k âåðíî ðàâåíñòâî a2k−1 = a2k. Çàìåòèì, ÷òî
òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ íå÷åòíûõ èíäåêñîâ:

a2k = a2k−1 6
(2k − 1)2 + 7

8
6

(2k)2 + 7

8
.

Ïîëîæèì bk = a2k−1. Òîãäà íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

bk 6
(2k − 1)2 + 7

8
=

k(k − 1)

2
+ 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè k > 1 î÷åðåäíîé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bk � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå îáðàçóåò òðèïëåò ñ ïàðàìè
÷èñåë èç {b1, . . . , bk−1}, ãäå ïàðà ìîæåò èìåòü âèä (bi, bi). Ïðè ýòîì bk > bk−1, òî åñòü (bn) ñòðîãî
âîçðàñòàåò, â îòëè÷èå îò (an).

Ïóñòü n� ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî íåâåðíî, òî åñòü

bn >
n(n− 1)

2
+ 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî

n(n− 1)

2
+ 1 ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n− 1 ÷ëåí

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñêîëüêó ïðè m < n ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

bm 6
m(m− 1)

2
+ 1 <

n(n− 1)

2
+ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ïðîìåæóòêå îò 1 äî
n(n− 1)

2
+ 1, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (bn). Òîãäà

s =
n(n− 1)

2
+ 1− (n− 1) =

(n− 1)(n− 2)

2
+ 1 = C2

n−1 + 1.

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà ÷åðåç di, 1 6 i 6 s.
Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè êàæäîãî èç bm äëÿ ëþáîãî 1 6 k 6 s íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà bik , bjk ,

ãäå ik 6 jk 6 n − 1, ÷òî (bik , bjk , dk) � òðèïëåò. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dk � íàèáîëüøèé
ýëåìåíò â òðèïëåòå, èíîå áû ïðîòèâîðå÷èëî âûáîðó íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(bn), áîëüøåãî dk. Îòñþäà ik < jk.

Òîãäà ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ïàðó (ik, jk) íå ïðåâîñõîäèò C2
n−1, òî åñòü íå áîëüøå êîëè÷åñòâà

ñïîñîáîâ âûáðàòü äâà ðàçëè÷íûõ èíäåêñà èç {1, 2, . . . , n− 1}. Â òî æå âðåìÿ ïàðàìè (ik, jk) íóæíî
îáåñïå÷èòü s > C2

n−1 ÷èñåë di. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå.


