
11 êëàññ, âòîðîé äåíü

1. Ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + ax2 + bx + c èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, íàèáîëüøèé
èç êîòîðûõ ðàâåí ñóììå äâóõ äðóãèõ. Äîêàæèòå, ÷òî c > ab. (Ôîëüêëîð)
Ðåøåíèå.Ïóñòü x1 < x2 < x3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (x). Ïî óñëîâèþ x3 = x1+x2. Çàìåòèì, ÷òî x1 > 0
(à çíà÷èò, âñå êîðíè ïîëîæèòåëüíû), òàê êàê èíà÷å x3 6 x2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè
êîðíÿ x3. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè Âèåòà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, ïîëó÷àåì

c− ab = −x1x2x3 + (x1 + x2 + x3)(x1x2 + x1x3 + x2x3) =

= −x1x2(x1 + x2) + 2(x1 + x2)(x1x2 + (x1 + x2)
2) = (x1 + x2)(x1x2 + 2(x1 + x2)

2) > 0,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî −a = x1 + x2 + x3 = 2x3. Êðîìå òîãî,

c− ab = P (−a) = P (2x3) > 0,

òàê êàê ìíîãî÷ëåí P (x) ïîëîæèòåëåí ïðè x > x3.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà O �� öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà B1 ñèììåò-
ðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû AC. Ïðÿìûå AO è B1C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå,
÷òî ëó÷ KA ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà BKB1. (Ì.À.Åâäîêèìîâ)

Ðåøåíèå.

Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ∠AOB = 2∠C. Òðå-
óãîëüíèê AOB ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ∠BAO = 180◦−∠AOB
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= 90◦−∠C. Òî÷êè B è B1 ñèììåòðè÷-

íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC, îòêóäà ∠BB1C = 90◦−∠C. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABKB1

âïèñàííûé (ñì. ðèñ. 11-2-2). Äóãè BA è AB1 ðàâíû â ñèëó ñèììåòðèè, ïîýòîìó ∠BKA = ∠AKB1.
Çíà÷èò, ëó÷ KA ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà BKB1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 9, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 7, íî åñëè âìåñòî ëþáîé
åãî öèôðû ïîñòàâèòü ñåì¼ðêó, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 7. (Ì.À.Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå. Ïóñòü íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî èìååò âèä a1a2 . . . an. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè åãî
öèôð íåò 0 è 7. Åñëè â ÷èñëå åñòü öèôðû 8 èëè 9, òî èõ ìîæíî çàìåíèòü íà 1 èëè 2 ñîîòâåòñòâåííî
è ïîëó÷èòü ìåíüøåå ÷èñëî ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ñîñòîèò èç öèôð îò
1 äî 6.

Ðàññìîòðèì ak è ak+1. Ïî óñëîâèþ ÷èñëà a1a2 . . . 7ak+1 . . . an è a1a2 . . . ak7 . . . an äåëÿòñÿ íà 7,
ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðàçíîñòü òàêæå êðàòíà 7, òî åñòü 10ak ≡ ak+1 (mod 7) äëÿ ëþáîãî k. Çíà÷èò,
çàïèñü ÷èñëà ìîæåò áûòü óñòðîåíà òîëüêî ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà 1 ñëåäóåò 3, çà 3 ñëåäóåò 2
(ïîñêîëüêó öèôðû 9 â ÷èñëå íåò) è òàê äàëåå (ñì. ðèñ. 11-2-3).



Ïî óñëîâèþ èñõîäíîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî âìåñòî ïîñëåäíåé öèôðû ñòîèò 7, äåëèòñÿ íà 7. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èñõîäíîå ÷èñëî áåç ïîñëåäíåé öèôðû a1a2a3 . . . an−1 äåëèòñÿ íà 7. Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî
ðàç ñðàâíåíèå 10ak ≡ ak+1 (mod 7), ïîëó÷àåì:

a1a2 . . . an−1 = a110
n−2+a210

n−3+a310
n−4+ . . .+an−1 ≡ 10a1 · 10n−3+a210

n−3+a310
n−4+ . . .+an−1 ≡

≡ 2a210
n−3 + a310

n−4 . . .+ an−1 ≡ . . . ≡ (n− 1)an−1 (mod 7).

Ïîñêîëüêó an−1 íå äåëèòñÿ íà 7, çàêëþ÷àåì, ÷òî n−1 äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
n ðàâíî 8. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç âîñüìè çíàêîâ.
Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî 13 264 513 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, à ïîñêîëüêó îíî íà÷èíàåòñÿ
ñ 1, òî ýòî ÷èñëî è áóäåò íàèìåíüøèì.

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äëèíû âñåõ ñòîðîí è äèàãîíàëåé
â íåêîòîðîì ïîðÿäêå îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ? (Î.Í.Êîñóõèí)
Ðåøåíèå. Ïóñòü a� íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, a è a2 ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òðè íåðàâåíñòâà:

1 < a+ a2, a < 1 + a2, a2 < a+ 1.

Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûïîëíåíî ïðè a > 1
ϕ
, âòîðîå � ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ a, òðåòüå �

ïðè a < ϕ, ãäå ϕ = 1+
√
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� òàê íàçûâàåìîå ¾çîëîòîå ñå÷åíèå¿, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ x2 − x − 1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ñ òàêèìè ñòîðîíàìè ñóùåñòâóåò ïðè a ∈(
1
ϕ
; ϕ
)
. Ïðè òàêèõ æå a ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, 1

a
è 1

a2
. Ïóñòü äàëåå çíà÷åíèå a

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[
1;
√
ϕ
]
⊂
(

1
ϕ
; ϕ
)
.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy îòìåòèì òî÷êè O(0, 0), B(1, 0), òî÷êó A â ïîëóïëîñêîñòè
y > 0, äëÿ êîòîðîé OA = a2 è AB = a, à òàêæå òî÷êó C â ïîëóïëîñêîñòè y < 0, äëÿ êîòîðîé OC = 1

a2

è CB = 1
a
(ñì. ðèñ. 11-2-4). Ïî äîêàçàííîìó âûøå òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ a ∈

[
1;
√
ϕ
]
.



Êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèêè OAB è OBC ïîäîáíû ïî òð¼ì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì. Çíà÷èò,
∠AOB = ∠BOC è ∠OAB = ∠OBC. Ïîñêîëüêó 1 6 a 6 a2, óãîë AOB, ëåæàùèé íàïðîòèâ ñòîðîíû
a òðåóãîëüíèêà OAB, ìåíüøå 90◦. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∠AOC = 2∠AOB < 180◦ è ∠ABC =
∠ABO + ∠OBC = ∠ABO + ∠OAB < 180◦. Ñëåäîâàòåëüíî, OABC � âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê
ïðè âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ a.

Ïóñòü òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (x; y), òîãäà x2+y2 = a4 è (x−1)2+y2 = a2. Èç ýòèõ óðàâíåíèé
ïîëó÷àåì x = a4−a2+1

2
= f(a) è y =

√
a4 − f 2(a). Ýòè âûðàæåíèÿ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò a íà îòðåçêå[

1;
√
ϕ
]
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè C òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò a íà

ýòîì îòðåçêå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà äèàãîíàëè AC ÷åòûð¼õóãîëüíèêà OABC, ðàâíàÿ g(a), òàêæå
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò a íà ýòîì îòðåçêå.

Ïðè a = 1 òðåóãîëüíèêè OAB è OBC ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòîðîííèìè ñî ñòîðîíîé 1, ïîýòîìó g(1) =√
3. Ïðè a =

√
ϕ ïîëó÷àåì g

(√
ϕ
)
= AC < AB+BC =

√
ϕ+ 1√

ϕ
= 1+ϕ√

ϕ
=
(√

ϕ
)3
. Çíà÷èò, íåïðåðûâíàÿ

íà îòðåçêå
[
1;
√
ϕ
]
ôóíêöèÿ g(a) − a3 ïðèíèìàåò â êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ:

g(1) − 13 =
√
3 − 1 > 0 è g

(√
ϕ
)
−
(√

ϕ
)3

< 0. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ òàêîå çíà÷åíèå a ∈
(
1;
√
ϕ
)
, ïðè

êîòîðîì g(a) − a3 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, OC = 1
a2
, CB = 1

a
, OB = 1, AB = a, OA = a2 è AC = a3.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñóùåñòâóåò.

5. Â ëàáîðàòîðèè íà ïîëêå ñòîÿò 120 âíåøíå íåðàçëè÷èìûõ ïðîáèðîê, â 118 èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
íåéòðàëüíîå âåùåñòâî, â îäíîé � ÿä è â îäíîé � ïðîòèâîÿäèå. Ïðîáèðêè ñëó÷àéíî ïåðåìåøàëèñü,
è íóæíî íàéòè ïðîáèðêó ñ ÿäîì è ïðîáèðêó ñ ïðîòèâîÿäèåì. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ óñëóãàìè âíåøíåé òåñòèðóþùåé ëàáîðàòîðèè, â êîòîðóþ îäíîâðåìåííî îòïðàâëÿþò íåñêîëüêî
ñìåñåé æèäêîñòåé èç ëþáîãî ÷èñëà ïðîáèðîê (ïî îäíîé êàïëå èç ïðîáèðêè), è äëÿ êàæäîé ñìåñè
ëàáîðàòîðèÿ ñîîáùèò ðåçóëüòàò: +1, åñëè â ñìåñè åñòü ÿä è íåò ïðîòèâîÿäèÿ; −1, åñëè â ñìåñè åñòü
ïðîòèâîÿäèå, íî íåò ÿäà; 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ìîæíî ëè, ïîäãîòîâèâ 19 òàêèõ ñìåñåé è ïîñëàâ èõ
â ëàáîðàòîðèþ åäèíîé ïîñûëêîé, ïî ñîîáù¼ííûì ðåçóëüòàòàì ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèòü, â êàêîé
ïðîáèðêå ÿä, à â êàêîé ïðîòèâîÿäèå? (Ñ.Ä.Áðàãèí, Ä.Â. Ãàëàòåíêî)
Ðåøåíèå.

Äëÿ îïèñàíèÿ îòïðàâëÿåìûõ â ëàáîðàòîðèþ ñìåñåé ñîñòàâèì òàáëèöó, ñîñòîÿùóþ èç 120 ñòðîê è
19 ñòîëáöîâ. Êàæäûé ñòîëáåö òàáëèöû � ýòî îïèñàíèå ñîñòàâà ñìåñè, îòïðàâëÿåìîé â ëàáîðàòîðèþ.
Íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò åäèíèöà, åñëè j-ÿ ñìåñü ñîäåðæèò æèäêîñòü èç i-é
ïðîáèðêè, è íîëü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì íàéòè ïàðó ïðîáèðîê ñ ÿäîì è ïðîòèâîÿäèåì, íå óñòàíàâëèâàÿ, ãäå â ýòîé
ïàðå ÿä, à ãäå ïðîòèâîÿäèå. Äëÿ ýòîãî îãðóáèì ðåçóëüòàò ëàáîðàòîðèè, óáðàâ èç íåãî çíàê (òî åñòü
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ñìåñè ëàáîðàòîðèÿ ñîîáùàåò ðåçóëüòàò +1, åñëè â ñìåñè åñòü ÿä
áåç ïðîòèâîÿäèÿ èëè ïðîòèâîÿäèå áåç ÿäà, è íîëü èíà÷å). Ðàññìîòðèì äâå ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîáèðêàì ñ ÿäîì è ïðîòèâîÿäèåì. Èõ ïîêîîðäèíàòíàÿ ñóììà, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ 2, ñîâïàäàåò ñî
ñòðîêîé ðåçóëüòàòîâ, ïðèñëàííûõ ëàáîðàòîðèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âñå ñóììû ïàð ñòðîê òàáëèöû,
âçÿòûå ïî ìîäóëþ 2, áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü
íîìåðà ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿäó è ïðîòèâîÿäèþ.

Òàêóþ òàáëèöó ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâóþ å¼ ñòðîêó çàïîëíèì ïðîèçâîëüíî.
Âòîðóþ ñòðîêó çàïîëíÿåì òàê, ÷òîáû îíà íå ñîâïàäàëà ñ ïåðâîé. Òðåòüÿ è âñå ïîñëåäóþùèå ñòðîêè
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëîâèÿì:

• íîâàÿ ñòðîêà íå äîëæíà ñîâïàäàòü ñ óæå çàïîëíåííûìè;

• íîâàÿ ñòðîêà äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû ñóììû âñåõ âîçìîæíûõ ïàð ïîñòðîåííûõ ñòðîê, âçÿ-
òûå ïî ìîäóëþ 2, áûëè ðàçëè÷íû.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåíèå âîçìîæíî. Ïîêîîðäèíàòíóþ ñóììó ñòðîê a è b, âçÿòóþ ïî ìîäóëþ
2, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê a ⊕ b. Ðàññìîòðèì ñòðî÷êè s1, s2, s3 è s4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s1 ⊕ s2 =
s3 ⊕ s4, òîãäà s1 ⊕ s2 ⊕ s3 = s3 ⊕ s3 ⊕ s4 = s4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëà ïîñòðîåíèå òàáëèöû ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:



• íîâàÿ ñòðîêà íå äîëæíà ñîâïàäàòü ñ óæå çàïîëíåííûìè;

• íîâàÿ ñòðîêà äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû îíà áûëà îòëè÷íà îò âñåõ âîçìîæíûõ ñóìì òðîåê
óæå ïîñòðîåííûõ ñòðîê.

×èñëî ñòðîê äëèíû 19, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö, ðàâíî 219 = 210 ·29 > 1000 ·500 = 500000.
Çàïðåòîâ, äàæå ïîñëå çàïîëíåíèÿ âñåõ 120 ñòðîê, áóäåò íå áîëåå ÷åì C3

120 + 120 = 120·119·118
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+ 120 <
20 · 120 · 120 + 120 = 288120 < 300000. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêóþ òàáëèöó ìîæíî ïîñòðîèòü.

×òîáû îïðåäåëèòü ïàðó ïðîáèðîê ñ ÿäîì è ïðîòèâîÿäèåì íàéä¼ì âñå ïîïàðíûå ñóììû ñòðîê
òàáëèöû, âçÿòûå ïî ìîäóëþ 2. Íàéä¼ì òàêèå ñòðîêè s1 è s2, ÷òî s1 ⊕ s2 ñîâïàäàåò ñ îãðóáë¼ííûì
ðåçóëüòàòîì ëàáîðàòîðèè. Ïðîáèðêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêàì s1 è s2 ñîäåðæàò ÿä è ïðîòèâîÿäèå.
Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ óæå íàñòîÿùèé ðåçóëüòàò ëàáîðàòîðèè, ìû ñìîæåì òî÷íî ñêàçàòü â êàêîé
ïðîáèðêå ÿä, à â êàêîé ïðîòèâîÿäèå. Äåéñòâèòåëüíî, îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà ñìåñü,
ñîäåðæàùàÿ ëèáî òîëüêî ÿä, ëèáî òîëüêî ïðîòèâîÿäèå, èíà÷å ñòðîêè òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîáèðêå ñ ÿäîì è ïðîáèðêå ñ ïðîòèâîÿäèåì, áóäóò îäèíàêîâûìè, ÷òî çàïðåùåíî ïîñòðîåíèåì.
Òîãäà ïî çíàêó ðåçóëüòàòà äëÿ ýòîé ñìåñè ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü, áûë â íåé ÿä èëè ïðîòèâîÿäèå.


