
11 êëàññ, ïåðâûé äåíü

1. Íà äîñêå çàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè ó íåãî ñòåðåòü ïîñëåäíþþ öèôðó (â ðàçðÿäå åäèíèö),
òî îñòàíåòñÿ íåíóëåâîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò äåëèòüñÿ íà 20, à åñëè ïåðâóþ � òî íà 21. Êàêîå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî íà äîñêå, åñëè åãî âòîðàÿ öèôðà íå ðàâíà 0? (Ì.À.Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå. ñì. 10.1

2. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [−1; 1], êîòîðàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó 2f(cosx) = f(sinx) + sin x? (Ä.Â. Ãîðÿøèí)
Ðåøåíèå. Ïóñòü òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ π − x âìåñòî x â äàííîå ðàâåíñòâî,
ïîëó÷àåì

2f(− cosx) = f(sinx) + sin x.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(− cosx) = f(cosx) ïðè âñåõ x, ïîýòîìó f(−t) = f(t) ïðè âñåõ t ∈ [−1; 1], ò. å.
ôóíêöèÿ f ÷¼òíàÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî −x âìåñòî x, ïîëó÷èì

2f(cosx) = f(− sinx)− sinx,

à ïîñêîëüêó f ÷¼òíàÿ, òî f(− sinx) = f(sinx), ïîýòîìó

2f(cosx) = f(sinx)− sinx.

Âû÷èòàÿ ýòî ðàâåíñòâî èç èñõîäíîãî, ïîëó÷àåì sinx = 0 ïðè âñåõ x. Ïðîòèâîðå÷èå.
Êîììåíòàðèé. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàâåíñòâî èìååò âèä

2f(cosx) = f(sinx) + | sinx|,

òî óäîâëåòâîðÿþùàÿ åìó ïðè âñåõ x ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, è íàéòè å¼ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîäñòàâëÿÿ π
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1− x2. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó

ðàâåíñòâó ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x.

3. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A,
êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå M è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè X è Y � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BE è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà MXY êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω. (À.Â.Äîëåäåíîê)
Ðåøåíèå. ñì. 9.4

4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå åñòü 100 ãîðîäîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû òàêîé ñåòüþ äîðîã, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà
â ëþáîé äðóãîé ìîæíî ïðîåõàòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì áåç ðàçâîðîòîâ. Ñõåìà ñåòè äîðîã èçâåñòíà,
ðàçâèëêè è ïåðåêðåñòêè ñåòè íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ãîðîäàìè, âñÿêàÿ òóïèêîâàÿ âåòâü ñåòè îáÿçà-
òåëüíî çàêàí÷èâàåòñÿ ãîðîäîì. Íàâèãàòîð ìîæåò èçìåðèòü äëèíó ïóòè ïî ýòîé ñåòè ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ ãîðîäàìè. Ìîæíî ëè çà 100 òàêèõ èçìåðåíèé ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèòü äëèíó âñåé ñåòè
äîðîã? (Ï.À.Áîðîäèí)
Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì îïèñàííóþ â óñëîâèè ñåòü äîðîã â âèäå ãðàôà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ãîðîäà, ðàçâèëêè è ïåðåêðåñòêè, à ð¼áðàìè � äîðîãè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî
åñòü ñâÿçíûì ãðàôîì áåç öèêëîâ. Ñâÿçíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü



â ëþáîé äðóãîé, à ëþáàÿ ðàçâèëêà èëè ïåðåêðåñòîê äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ñ êàêèì-ëèáî ãîðîäîì.
Äîïóñòèì, ÷òî â íàøåì ãðàôå åñòü öèêë. Îí íå ñîäåðæèò äâóõ è áîëåå âåðøèí-ãîðîäîâ, òàê êàê
â ýòîìó ñëó÷àå, äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿ ïî öèêëó, ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü äâà
ðàçëè÷íûõ ïóòè èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé. Äàëåå, ïóñòü ìåæäó íåêîòîðûìè ãîðîäàìè A è B ñó-
ùåñòâóåò ïóòü, ñîäåðæàùèé êàêóþ-òî âåðøèíó öèêëà. Îí îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, òàê êàê èíà÷å ýòà
âåðøèíà íå ìîãëà áû áûòü â íàøåé ñåòè. Íî òîãäà, äîáàâëÿÿ ê ýòîìó ïóòè ¾êîëüöî¿ âäîëü öèêëà,
ìû ïîëó÷èì åùå îäèí ïóòü ìåæäó A è B. Çíà÷èò, öèêëîâ â íàøåì ãðàôå áûòü íå ìîæåò è ýòî
äåéñòâèòåëüíî äåðåâî.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è âñå êîíöåâûå âåðøèíû äåðåâà � ãîðîäà. Íàçîâåì ýòè ãîðîäà êîíöåâûìè.
Íàçîâåì òàêæå êîíöåâîé ãîðîä B ñëåäóþùèì çà êîíöåâûì ãîðîäîì A, åñëè ïî ïóòè èç A â B
íà êàæäîé ðàçâèëêå âûáèðàåòñÿ ñàìàÿ ïðàâàÿ äîðîãà. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü êîíöåâîé ãîðîä A1

è ïîìåðèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèì è ñëåäóþùèì çà íèì êîíöåâûì ãîðîäîì A2. Ïîòîì ïîìåðèì
ðàññòîÿíèå ìåæäó A2 è ñëåäóþùèì çà íèì êîíöåâûì ãîðîäîì A3 è òàê äàëåå. Ïîñëå íå áîëåå ÷åì
100 òàêèõ èçìåðåíèé ìû âåðíåìñÿ â èñõîäíûé ãîðîä A1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì êàæäàÿ äîðîãà íàøåé ñåòè áóäåò ïðîéäåíà ðîâíî äâà ðàçà â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äîðîãó. Ïðè óäàëåíèè èç äåðåâà ëþáîãî ðåáðà
îíî ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè K1 è K2, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò ãîðîäà.
Ïóñòü èçíà÷àëüíî ìû íàõîäèëèñü â K1. Ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî îáîéòè âñå ãîðîäà ñåòè, ìû äîëæíû
ïðîéòè ïî ýòîé äîðîãå äâà ðàçà: ïåðâûé ðàç, êîãäà äâèæåìñÿ èç K1 â K2, è âòîðîé, êîãäà âîçâðàùà-
åìñÿ îáðàòíî. Ïðîöåäóðà îáõîäà óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìû ïîñåòèì âñå âåðøèíû êîìïîíåíòû
K2 äî òîãî, êàê ïîêèíåì å¼, ïîýòîìó áîëüøå ïðîõîäèòü ïî äîðîãå èç K1 â K2 íå ïîòðåáóåòñÿ.

Íàêîíåö, ñëîæèâ èçìåðåííûå âåëè÷èíû è ðàçäåëèâ ñóììó ïîïîëàì, ìû ïîëó÷èì äëèíó âñåé
ñåòè.

5. Ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ð¼áåð íåêîòîðîãî êóáà íàçûâàåòñÿ êóáîîêòàýäðîì. Â
ñå÷åíèè êóáîîêòàýäðà ïëîñêîñòüþ ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî
ñòîðîí îí ìîæåò èìåòü? (Ì.À.Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå.

Ïóñòü ðåáðî èñõîäíîãî êóáà, èç êîòîðîãî ïîëó÷èëñÿ êóáîîêòàýäð, ðàâíî 1. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ
êóáîîêòàýäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ êóáà, íà ðàññòîÿíèè 0 < h < 1

2
îò îñíîâàíèÿ.

Â ñå÷åíèè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ âîñüìèóãîëüíèêè, âñå óãëû êîòîðûõ ðàâíû 135◦. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ ð¼áðàìè êóáà (ñì.
ðèñ.). Íàéä¼ì çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì ñîñåäíèå ñòîðîíû ïîëó÷àþùåãîñÿ â ñå÷åíèè âîñüìèóãîëüíèêà
ðàâíû, òîãäà îí îêàæåòñÿ ïðàâèëüíûì. Äëèíà x ñòîðîíû, êîòîðàÿ ëåæèò â ãðàíè êóáà, íàõîäèòñÿ
èç ïðîïîðöèè x
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. Èòàê, ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê â ñå÷åíèè

ïîëó÷èòüñÿ ìîæåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñå÷åíèè êóáîîêòàýäðà íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ α ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé n-

óãîëüíèê è n > 8. Òîãäà âåðøèíû ýòîãî n-óãîëüíèêà äîëæíû ëåæàòü íà ð¼áðàõ êóáîîêòàýäðà,
ïðè÷¼ì îäíîìó ðåáðó íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü áîëåå äâóõ âåðøèí n-óãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì ñå÷å-
íèå èñõîäíîãî êóáà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì øåñòèóãîëüíèêîì (ñì. ðèñ.), à òàêæå ñå÷åíèÿ,



êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîãî ïîâîðîòîì íà 90◦, 180◦ è 270◦ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè êó-
áà. Çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå ñòîðîí ýòèõ ÷åòûð¼õ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ åñòü îáúåäèíåíèå
âñåõ ð¼áåð êóáîîêòàýäðà. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñòîðîíàõ êàêîãî-òî èç ÷åòûð¼õ âûáðàííûõ ïðàâèëüíûõ
øåñòèóãîëüíèêîâ ëåæèò õîòÿ áû 3 âåðøèíû n-óãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ñòîðîíàõ êàæ-
äîãî òàêîãî øåñòèóãîëüíèêà ëåæèò íå áîëåå äâóõ âåðøèí, òî âñåãî âåðøèí áóäåò íå áîëåå âîñüìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ n-óãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà è â
ñå÷åíèè êóáîîêòàýäðà ïîëó÷àåòñÿ øåñòèóãîëüíèê. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

6. Âåðõíåé öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x íàçûâàþò íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå x.
Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷èñëî A, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ðàññòîÿíèå îò âåðõíåé öåëîé ÷àñòè
An äî áëèæàéøåãî êâàäðàòà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âñåãäà ðàâíî 2? (Ä.Ì.Êðåêîâ)
Ðåøåíèå. ñì. 10.6


