
Á‡‰‡˜Ë ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

f(k) 6 f(k�1)+ f(k�4) 6 g(k�1)+ g(k�4) 6 g(k).
ŒÒÚ‡ÎÒˇ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ „‡Ù ‚‡Ê‰˚ ·‡Ì‰ — Ò‚ˇÁÌ˚È „‡Ù,

‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â 2. “Ó„‰‡
˝ÚÓÚ „‡Ù — ˆÂÔÓ˜Í‡ ËÁ k ‚Â¯ËÌ ËÎË ˆËÍÎ Ì‡ k ‚Â¯ËÌ‡ı.
≈ÒÎË k64, ÚÓ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ f(k)6g(k). »Ì‡˜Â ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÚË
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚Â¯ËÌ˚, ÌÂ ˇ‚Îˇ˛˘ËÂÒˇ Í‡ÈÌËÏË ‚
ˆÂÔÓ˜ÍÂ. Œ˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÏËÌËÏÛÏ ‚ Ó‰ÌÛ ËÁ ˝ÚËı ·‡Ì‰ ‚ıÓ-
‰ËÚ Í‡Ê‰˚È „‡Ì„ÒÚÂ, ÔË ˝ÚÓÏ ‚ Í‡Ê‰Û˛ ËÁ ˝ÚËı ÚÂı ·‡Ì‰
‚ıÓ‰ËÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ f(k� 3) „‡Ì„ÒÚÂ‡, Ú‡Í Í‡Í ÂÒÎË „‡Ì„-
ÒÚÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ·‡Ì‰Û, ÚÓ ÓÌ ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ‰‚Â ‚‡Ê‰Û˛˘ËÂ
Ò ÌÂÈ, ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı k� 3 ·‡Ì‰ Ë „‡Ì„ÒÚÂÓ‚,
‚ıÓ‰ˇ˘Ëı ‚ ‚˚·‡ÌÌÛ˛ ·‡Ì‰Û, ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÔÓ‰ÓÎÊËÚ
‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. »ÏÂÂÏ:

f(k) 6 3f(k�3) 6 3g(k�3) 6 g(k).
“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, f(k)6g(k) Ë ÓˆÂÌÍ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. “Ó„‰‡, ÂÒ-

ÎË ·‡Ì‰ 36, ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ‡‚ÌÓ
312 =531441.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. «‡‰‡˜‡ ‚ Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ·˚Î‡ Â¯ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚÂ
ƒÊ. ”. ÃÛÌ‡ Ë À. ÃÓÁÂ‡ ‚ 1965 „Ó‰Û (Moon J. W., Moser L. On
cliques in graphs // Israel J. Math. — 1965. — V. 3. — P. 23–28.).

11 ÍÎ‡ÒÒ, ÔÂ‚˚È ‰ÂÌ¸

1. ŒÚ‚ÂÚ. 1520.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ Ò‡ÁÛ, ˜ÚÓ Ë ‰Ó, Ë ÔÓÒÎÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

ˆËÙ ˜ËÒÎÓ ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 10 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰ÓÎÊÌÓ ÓÍ‡Ì˜Ë‚‡Ú¸Òˇ
Ì‡ 0. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÚ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı
ÓÔËÒ‡ÌÌ˚Ï ‚ ÛÒÎÓ‚ËË Á‡‰‡˜Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒ-
ÎË ab0=100a+10b=80k Ë ba0=100b+10a=80l, a< b, ÚÓ
ˆËÙ˚ a Ë b ˜ÂÚÌ˚, ÔË˜ÂÏ ba0�ab0=90(b�a)=80(l�k),
ÔÓ˝ÚÓÏÛ b�a ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 8. ›ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË b=8,
a=0, ÌÓ 0 ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‚ÓÈ ˆËÙÓÈ ˜ËÒÎ‡.

œÓÔÓ·ÛÂÏ Ì‡ÈÚË ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÂ‰Ë ˜ÂÚ˚ÂıÁÌ‡˜-
Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËıÒˇ Ò 1, Ú.Â. ˜ËÒÂÎ ‚Ë‰‡ 1ab0=1000+
+ 100a+ 10b. ≈ÒÎË ÔÓÏÂÌˇÚ¸ ÏÂÒÚ‡ÏË ˆËÙ˚ 1 Ë b, ÚÓ ÓÌÓ
ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ 80. ≈ÒÎË ÔÂÂÒÚ‡‚ËÚ¸ ˆËÙ˚ a Ë b,
a< b, ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌË˛ ‰Îˇ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ
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ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ b=8, a=0, ÌÓ ˜ËÒÎÓ 1080
ÌÂ Í‡ÚÌÓ 80. «Ì‡˜ËÚ, ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰ÓÈÚË ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÎÓ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÔÂÂÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ˆËÙ˚ 1 Ë a, „‰Â a>1. ≈ÒÎË ˜ËÒÎ‡ 1ab0
Ë a1b0 Í‡ÚÌ˚ 80, ÚÓ Ëı ‡ÁÌÓÒÚ¸ a1b0� 1ab0= 900(a� 1)
Ú‡ÍÊÂ Í‡ÚÌ‡ 80, Ú. Â. 900(a�1)=80m, 45(a�1)=4m. «Ì‡-
˜ËÚ, a�1 ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 4, ˜ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË a=5 ËÎË
a=9. ÕÓ ÛÊÂ ÔË a=5 Ë b=2 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ˜ËÒÎÓ 1520=19 ·80,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Óˇ˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Á‡‰‡˜Ë, Ú‡Í Í‡Í 5120=64 ·80.

2.œÂ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ K Ë L— ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÓÚÂÁÍÓ‚ AQ
Ë QC ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ‚ÔË-
Ò‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (cÏ. ËÒÛÌÓÍ). ŒÚÂÁÓÍ KL — ÒÂ‰Ìˇˇ
ÎËÌËˇ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ AQC, ÔÓ˝ÚÓÏÛ KL kAC. œ‡‡ÎÎÂÎ¸-
Ì˚Â ÔˇÏ˚Â KL Ë AC ‚˚ÒÂÍ‡˛Ú Ì‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
‡‚Ì˚Â ‰Û„Ë KS Ë SL. «Ì‡˜ËÚ, ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ÌËı Û„Î˚
KQS Ë SQL ‡‚Ì˚.

A

B

CS

K L

Q

x y

a/2 b/2

¬ÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ.œÛÒÚ¸ AQ=a, QC=b, AS=x, SC=y. œÓ

ÚÂÓÂÏÂ Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÒÂÍÛ˘ÂÈ ËÏÂÂÏ a · a
2
=x2, b · b

2
=y2.

ŒÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ x :a= y : b, Ú. Â. ÚÓ˜Í‡ S ‰ÂÎËÚ ÒÚÓÓÌÛ
AC ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC Ì‡ ˜‡ÒÚË, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔËÎÂ-
Ê‡˘ËÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï. ¬ Ú‡ÍÓÏ ÊÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ˝ÚÛ ÒÚÓÓÌÛ ‰Â-
ÎËÚ Ë ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ ·ËÒÒÂÍÚËÒ˚ Û„Î‡ Q ‚ ˝ÚÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ.
œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓ˜Í‡, ‰ÂÎˇ˘‡ˇ ÓÚÂÁÓÍ ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ, ÓÚÂÁÓÍ QS ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ·ËÒÒÂÍÚË-
ÒÓÈ.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ŒÚÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ Î˛·ÓÔ˚ÚÌ˚È Ù‡ÍÚ: ÓÔË-
Ò‡ÌÌ‡ˇ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡AQC ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Í‡Ò‡ÂÚÒˇ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ
‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ABC ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË
O— ÚÓ˜Í‡ Ì‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ‡ˇ Q, ÚÓ \QKO=\QLO=90� Í‡Í ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ‰Ë‡ÏÂÚ,
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ÔÓ˝ÚÓÏÛ O ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ ÒÂÂ‰ËÌÌ˚ı ÔÂÔÂÌ‰Ë-
ÍÛÎˇÓ‚ KO Ë LO ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC, Ú. Â. ˆÂÌÚÓÏ Â„Ó ÓÔËÒ‡Ì-
ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÔË˜ÂÏ Ó·˘‡ˇ ÚÓ˜Í‡ Q ˝ÚËı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ÎÂ-
ÊËÚ Ì‡ ÎËÌËË Ëı ˆÂÌÚÓ‚. (›ÚÓÚ Ù‡ÍÚ ÏÓÊÌÓ Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ú¸ Ë ËÌ‡˜Â:
„ÓÏÓÚÂÚËˇ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ 2 ÔÂÂ‚Ó‰ËÚ
‚ÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC ‚ ÓÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˝ÚË ÓÍÛÊÌÓÒÚË Í‡Ò‡˛ÚÒˇ ‚
ÚÓ˜ÍÂ Q.) ”Ú‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÚÂÔÂ¸ ËÁ ÎÂÏÏ˚ ¿ıËÏÂ-
‰‡: ÂÒÎË ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ‚ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ÒÂ„ÏÂÌÚ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÒÚˇ„Ë‚‡Â-
Ï˚È ıÓ‰ÓÈ AC, Ë Í‡Ò‡ÂÚÒˇ ‰Û„Ë ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q, ‡ ıÓ‰˚ — ‚ ÚÓ˜ÍÂ S,
ÚÓ ÔˇÏ‡ˇ QS ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ·ËÒÒÂÍÚËÒÓÈ Û„Î‡ AQC.

3. ŒÚ‚ÂÚ. ‡) x0 > y0; ·) 0.
–Â¯ÂÌËÂ.ƒÎˇ Í‡ÚÍÓÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÚÂÔÂÌ¸ 2017 ˜ÂÂÁ n.
‡) «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ y0 >1, Ú‡Í Í‡Í y2n

0 �y0 =3x0 >0. ¿Ì‡ÎÓ-
„Ë˜ÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ x0 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ xn0 �x0 =1>
>0, ÚÓ Ë x0>1. —ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 1+x0+x2

0>3x0, Ú‡Í Í‡Í ˝ÚÓ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‡‚ÌÓÒËÎ¸ÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (1�x0)2>0, ÍÓÚÓÓÂ
‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔË x0 6= 1. “Ó„‰‡ x2n

0 � x0 = 1 + x0 + x2
0 > 3x0 =

=y2n
0 �y0. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËˇ f(t)= t2n� t ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡-

ÂÚ ÔË t>1 (Ú‡Í Í‡Í ÔË ˝ÚËı t ËÏÂÂÏ f 0(t)=2nt2n�1�1>0),
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ x0 > y0.

·) œÓ‚ÂËÏ, ˜ÚÓ x0 <1+
1
n

. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
⇣

1+
1
n

⌘n
�1� 1

n
= 1+

n(n�1)
2n2 + n�

1
n
=

3
2
� 3

2n
+ n > 1

ÔË n>3 (˜ÂÂÁ n>0 Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ·Ë-
ÌÓÏË‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËˇ), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚ ÒËÎÛ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËˇ
ÔË t > 1 ÙÛÌÍˆËË g(t) = tn � t ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

x0 <1+
1
n

.

ƒ‡ÎÂÂ, ‚˚˜ÚÂÏ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ x2n
0 � x0 = 1+ x0 + x2

0 ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó y2n

0 � y0 =3x0. œÓÎÛ˜ËÏ

x2n
0 � y2n

0 � (x0 � y0) = (1�x0)2 <
1
n2 .

œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

x2n
0 �y2n

0 = (x0 �y0)(x2n�1
0 +x2n�2

0 y0 + ...+x0y2n�2
0 +y2n�1

0 )>
> 2n(x0 � y0),

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(2n�1)(x0 � y0) 6 x2n
0 � y2n

0 � (x0 � y0) <
1
n2 .
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“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

0 < x0 � y0 <
1

(2n�1)n2 =
1

20172 ·4033
<

1
16 · 109 <

1
1010 ,

‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÔÂ‚˚Â 10 ÁÌ‡ÍÓ‚ ÔÓÒÎÂ Á‡ÔˇÚÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË x0 �y0

‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛.

4. ŒÚ‚ÂÚ. 75.
–Â¯ÂÌËÂ. ¬Ò˛‰Û ‰‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÏ ·ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËˇ Ó·˘ÌÓÒÚË

Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ˚ Â‰ÛÚ ÔÓ ÚÂÍÛ ÔÓÚË‚ ˜‡-
ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË, ÔË˜ÂÏ ÔÂ‚˚È ËÁ ÌËı — Ò‡Ï˚È ·˚ÒÚ˚È, ‡
ÚÂÚËÈ — Ò‡Ï˚È ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚È, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ‚ÒÂı ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÚÓÓ„Ó ËÁ ÌËı (Ú. Â.
‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÂÌ).

Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ A ÚÓ˜ÍÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÒÚÓˇÌÌÓ Ì‡ıÓ-
‰ËÚÒˇ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ. “Ó„‰‡ ÔÂ‚˚È Ë ÚÂÚËÈ ‚ÂÎÓ-
ÒËÔÂ‰ËÒÚ˚ ‰‚ËÊÛÚÒˇ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÚË‚ Ë ÔÓ
˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ŒÌË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË ‚ÒÚÂ-
˜‡˛ÚÒˇ ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ ˜ÂÂÁ ‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â‰ÛÚ Ò ÔÓÒÚÓˇÌÌ˚ÏË ÒÍÓÓÒÚˇÏË Ì‡‚ÒÚÂ˜Û ‰Û„
‰Û„Û. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ B1, B2, B3, ... ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â

A

B1

B2
B3

Bm�1

BmBm+1

ÚÓ˜ÍË Ëı ‚ÒÚÂ˜ Ò Ì‡˜‡Î‡ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËˇ Á‡ ˝ÚËÏË ÒÔÓÚÒÏÂÌ‡ÏË (ÒÏ. Ë-
ÒÛÌÓÍ). À˛·˚Â ‰‚Â ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ÚÓ˜ÍË Bn
Ë Bn+1 (n— ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ) ‡ÁÎË˜Ì˚, Ú‡Í Í‡Í ÔÂ-
‚˚È ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ ÌÂ ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸
ÔÓÎÌ˚È ÍÛ„ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË,
ÌÂ ‚ÒÚÂÚË‚¯ËÒ¸ ÔË ˝ÚÓÏ Ò ÚÂÚ¸ËÏ.
Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ n ÏÂÌ¸¯Û˛ ËÁ ‰‚Ûı

‰Û„ ÚÂÍ‡ Ò ÍÓÌˆ‡ÏË Bn, Bn+1. ≈Â ‰ÎËÌ‡ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ
150 ÏÂÚÓ‚. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÚÂ˜Ë ÔÓËÒıÓ‰ˇÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË
ÒÓ Ò‰‚Ë„ÓÏ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ‚ÒÂ ‰Û„Ë n ‡‚Ì˚ ÏÂÊ-
‰Û ÒÓ·ÓÈ Ë Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ËÁ ÌËı ÔÓÍ˚‚‡ÂÚ ‚ÂÒ¸
ÚÂÍ. «Ì‡˜ËÚ, Ì‡È‰ÂÚÒˇ Ú‡Í‡ˇ ‰Û„‡ m, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡ˇ ÚÓ˜ÍÛ
A, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ‰Û„ BmA ËÎË ABm+1 ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ
75 ÏÂÚÓ‚. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÒÚÂ˜Ë ÔÂ-
‚Ó„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ ÓÌË ·Û‰ÛÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òˇ ÓÚ
‚ÚÓÓ„Ó ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ‡ ÌÂ ‰‡Î¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚. œÓ˝ÚÓÏÛ ÙÓÚÓ-
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„‡Ù Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Û‰‡˜Ì˚È ÒÌËÏÓÍ, ÂÒÎË d ÌÂ
·ÓÎ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚.

œË‚Â‰ÂÏ ÔËÏÂ ‰‚ËÊÂÌËˇ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚, ÔË ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÌË ‚ Í‡ÍÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÌË ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òˇ Ì‡
Í‡ÍÓÏ-ÎË·Ó Û˜‡ÒÚÍÂ ÚÂÍ‡ ‰ÎËÌÓÈ ÏÂÌ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚. œÛÒÚ¸
ÒÍÓÓÒÚË ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ-
„ÂÒÒË˛, ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ËÁ ‚ÒÚÂ˜ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó

A

C B

ËÁ ÌËı ‚ÚÓÓÈ ·˚Î ‚ÔÂÂ‰Ë Ì‡ 75 ÏÂÚ-
Ó‚. “Ó„‰‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ˜ÍË A, „‰Â
ÔÓÒÚÓˇÌÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒˇ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒË-
ÔÂ‰ËÒÚ, ÔÂ‚˚È Ë ÚÂÚËÈ ‰‚ËÊÛÚÒˇ Ò
‡‚Ì˚ÏË ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ, ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË
ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÒÍÓÓÒÚˇÏË. —ÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÌË ·Û‰ÛÚ ‚ÒÚÂ˜‡Ú¸Òˇ ÔÓÓ˜Â-
Â‰ÌÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı B Ë C, ÓÚÒÚÓˇ˘Ëı ÓÚ
ÚÓ˜ÍË A Ì‡ 75 ÏÂÚÓ‚, ‡ Ëı ÔÓÎÓÊÂÌËˇ
‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ·Û‰ÛÚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÔˇÏÓÈ BC (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ). «Ì‡˜ËÚ, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÌËı ‰Ó ÚÓ˜ÍË A ·Û‰ÂÚ ÌÂ
ÏÂÌ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚.

5. ŒÚ‚ÂÚ.
h

1p
2
; 1

⌘
.

–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Â·‡ ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡ ‡‚Ì‡ a<1.
–‡ÒÍ‡ÒËÏ Â„Ó ‚Â¯ËÌ˚ ‚ ˜ÂÌ˚È Ë ·ÂÎ˚È ˆ‚ÂÚ‡ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚
‚Â¯ËÌ˚, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â Â·ÓÏ, ·˚ÎË ÓÍ‡¯ÂÌ˚ ‚ ‡ÁÌ˚Â
ˆ‚ÂÚ‡. “Ó„‰‡ ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏˇ ÚÓ˜Í‡ÏË Ó‰-
ÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ ‡‚ÌÓ a

p
2. Õ‡ÁÓ‚ÂÏ ‰‚Â ˜ÂÌ˚Â Ë ‰‚Â ·ÂÎ˚Â

‚Â¯ËÌ˚, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ Ó‰ÌÓÈ „‡ÌË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË. –‡ÒÒÏÓÚËÏ 4 ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚.  Û· ËÏÂÂÚ
3 Ô‡˚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡ÌÂÈ, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ ÔËÌ-
ˆËÔÛ ƒËËıÎÂ Í‡ÍËÂ-ÚÓ ‰‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú
Ó‰ÌÓÈ Ô‡Â ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡ÌÂÈ ·ÓÎ¸¯Â„Ó (Â‰ËÌË˜ÌÓ-
„Ó) ÍÛ·‡. ¬ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡ˇ.
—ÎÛ˜‡È 1. ƒ‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ‚ Ó‰ÌÓÈ „‡-

ÌË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡. “Ó„‰‡ ‰‚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ ˜Â-
Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÚÓÈ ÊÂ „‡ÌË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡
(ËÌ‡˜Â Ó‰Ì‡ ËÁ ˜ÂÌ˚ı ‚Â¯ËÌ ÎÂÊ‡Î‡ ·˚ ‚ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â„Ó
ÍÛ·‡). ¡ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ˝ÚË 4 ÚÓ˜ÍË Ó·ˇÁ‡Ì˚ ÎÂÊ‡Ú¸ Ì‡ Â·‡ı
·ÓÎ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡, Ú‡Í Í‡Í ËÌ‡˜Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÈ
„‡ÌË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡ ÎÂÊ‡ÎË ·˚ ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚË Â‰ËÌË˜ÌÓ-
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„Ó ÍÛ·‡, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Á‡‰‡˜Ë. œÓÎÛ˜‡ÂÏ Í‚‡‰-
‡Ú ÒÓ ÒÚÓÓÌÓÈ a, ‚ÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚ Â‰ËÌË˜Ì˚È Í‚‡‰‡Ú (ÒÏ.

a

x

1�x

1�x

ËÒÛÌÓÍ). œÛÒÚ¸ ‚Â¯ËÌ˚ ÏÂÌ¸¯Â„Ó
Í‚‡‰‡Ú‡ ‡Á·Ë‚‡˛Ú ÒÚÓÓÌ˚ ·ÓÎ¸¯Â-
„Ó Ì‡ ÓÚÂÁÍË ‰ÎËÌ x Ë 1�x. “Ó„‰‡

a2 = x2 + (1�x)2 > 1
2
(x+1�x)2 =

1
2
,

ÔÓ˝ÚÓÏÛ a> 1p
2
.  Ó„‰‡ x ÔÓ·Â„‡ÂÚ ÔÓ-

ÎÛËÌÚÂ‚‡Î
⇣

0;
1
2

i
, ËÒÍÓÏ‡ˇ ‰ÎËÌ‡ a

ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ËÁ ÔÓÎÛËÌÚÂ‚‡Î‡
h

1p
2
; 1

⌘
. œË

˝ÚÓÏ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÔÓÎÛ˜‡˛˘Â„ÓÒˇ Ï‡ÎÓ„Ó ÍÛ·‡ ·Û‰ÛÚ ÎÂ-
Ê‡Ú¸ Ì‡ „‡Ìˇı Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡.
—ÎÛ˜‡È 2. ƒ‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÁÌ˚ı ÔÓ-

ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡Ìˇı Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡. “Ó„‰‡ ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ‡‚ÌÓÂ a

p
2, ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â 1. œÓ˝ÚÓÏÛ Ë ‚ ˝ÚÓÏ

ÒÎÛ˜‡Â
1p
2
6a<1.

6. —Ï. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 6 ‰Îˇ 10 ÍÎ‡ÒÒ‡.

11 ÍÎ‡ÒÒ, ‚ÚÓÓÈ ‰ÂÌ¸

1. ŒÚ‚ÂÚ. �5 ËÎË �3,2.
–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ a1=b1=a 6=0, ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ

ÔÓ„ÂÒÒËË ‡‚Ì‡ d, ‡ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡‚ÂÌ q.
œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ„ÂÒÒËË ÌÂÔÓÒÚÓˇÌÌ˚, d 6=0 Ë q 6=1. ¬ÓÁÏÓÊ-
Ì˚ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡ˇ.

1) œÛÒÚ¸ (an)— ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÔÓ„ÂÒÒËˇ, ‡ (bn)— „ÂÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ. “Ó„‰‡ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ a+ d= 2aq, a+
+3d=8aq3, ËÎË d=a(2q�1), 3d=a(8q3�1)=d(4q2+2q+1),
2q2 + q� 1= 0, ÓÚÍÛ‰‡ q= 1/2 ËÎË q=�1. ≈ÒÎË q= 1/2, ÚÓ
d=a(2q�1)=0, ˜ÚÓ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. ≈ÒÎË q=�1,

ÚÓ d=�3a Ë a3 : b3 =
a+2d
aq2 =�5.

2) œÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ (an)— „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ, ‡ (bn)— ‡ËÙÏÂ-
ÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÔÓ„ÂÒÒËˇ. “Ó„‰‡ 2(a+ d)= aq, 8(a+ 3d)= aq3,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ 2d= a(q� 2), 24d= a(q3 � 8)= 2d(q2 + 2q+ 4), q2 +
+2q�8=0, ÓÚÍÛ‰‡ q=2 ËÎË q=�4. ¬ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÌÓ‚‡
d=0, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛, ‡ ‚Ó ‚ÚÓÓÏ q=�4, d=�3a

Ë a3 : b3 =
aq2

a+2d
=�16

5
.
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